Semana 19

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 8 a 13 de la Guia 6. Los ejercicios propuestos que no estéan en la guia (pero que
se relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Optimizacién de formas cuadraticas

El siguiente ejercicio nos va a permitir entender la demostracién del Teorema de Rayleigh que

veremos luego.
Ejercicio 8: Sea @ : R* — R la forma cuadrética definida por

Q(x) = 5x? — 322 4 2232 + 522,
a) Hallar los valores maximos y minimos de los cocientes de Rayleigh

Q(z)

[

x # 0.

b) Hallar el conjunto de todos los zp; € R*\ {0} tales que

Q) _ . Q)

lzarl® w0 2]

c) Hallar el conjunto de todos los z,, € R*\ {0} tales que

Qrm) _ Q)

=1m .
lzml? 20 la]?

d) Hallar el conjunto de todos los 3 € S3 tales que

Q2ym) = max Q(z) = ﬁfiiﬁ Q).

e) Hallar el conjunto de todos los &,, € S3 tales que

Qi) = min Q(x) = min Q(z).

zrE€S3

Como @ no tiene productos cruzados nos va a resultar sencillo resolver el ejercicio. Luego veremos
cémo vamos a proceder en el caso en que () tenga productos cruzados.



Dem. a): Observar que, como —3z3 < 523 y 290% < 5x§, tenemos que, para todo x € R?,
Q(x) = ba? — 323 4 223 + 522 < 523 + 53 + 52l + 5x? = 5|z
Por otro lado, como —3:0% < 550%, —39::2,) < 233% y —333?1 < 53:3, tenemos que, para todo = € R4,
—3||z||> = —32% — 323 — 322 — 322 < Q(z) = 2% — 323 + 222 + 5l

Por lo tanto,
—3|jz||> < Q(x) < 5||z||? para todo x € R%.

Con lo cual, si x # 0, tenemos que

-3 < Tﬁ(ﬁ;) <5 para todo z € R\ {0}.

T
Veamos entonces, que el maximo del cociente de Rayleigh es 5 y el minimo del cociente de
Rayleigh es —3. Como ya vimos que 5 es una cota superior y —3 es una cota inferior del cociente de
Rayleigh, sélo nos resta encontrar algin z,; € R*\ {0} tal que Q(”‘@) =5y algin z,, € R*\ {0} tal

[E3Y4
que ﬁ?m(:;’ﬁg = -3.
Observar que zr := [1 0 0 0] € R*\ {0}, Q(zpr) = 5y |lza| = 1. Entonces % =5y
concluimos que
Qr) _
X 5 =
w#0 |||

Por otra parte, z,, := [0 1 0 0] € R*\ {0}, Q(zm) = —3 y ||zm|| = 1. Entonces Qam) _ _3
concluimos que

Qr) _
min > =
220 ||
b) : Queremos hallar el conjunto de todos los 2y, € R*\ {0} tales que ﬁ;;‘ﬁr) = Igéiéc % =5.

Planteamos para qué valores de x € R* tenemos que Q(x) = 5||x||? y eso vale, si y sélo si,
Q(x) = ba? — 3a3 + 223 + 523 = 5||x||* = 52% + 5a3 + bl + 5.

Entonces,
83 + 323 = 0.

Por lo tanto, o = x3 = 0. Entonces,
Q(x) = 5||z||* si y sélo si & = [x1 0 0 x4] con z1, 24 €R
6, equivalentemente, Q(z) = 5||z||* si y sélo si 2 € gen{[1 0 0 07,000 1]7}.
Por lo tanto, si 2 € gen{[1 0 0 0]7,[0 0 0 17} \ {0} tenemos que

Qznm) Q)

learl® w0 flz]*
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Qzm) Q(z)

c) : Para hallar el conjunto de todos los z,, € R*\ {0} tales que ot = m;g oE = 3
m €T
Planteamos para qué valores de x € R* tenemos que Q(z) = —3||z||? y eso vale, si y sélo si,
Q(x) = 5a? — 323 4 222 + 523 = —3||z|* = —32% — 323 — 322 — 322

Entonces,
8x% + 5x3 + 8x% = 0.

Por lo tanto, z9 = x3 = x4 = 0. Entonces,
Q(z) = —3||z||* siy s6lo si z = [0 25 0 0] con 29 € R
6, equivalentemente Q(z) = —3||z||? si y sélo si z € gen{[0 1 0 0]7}.
Por lo tanto, si z, € gen{[0 1 0 0]7}\ {0} tenemos que

Qen) . Q)
leml? b T2 = %

d) : En el item b), vimos que Q(z) = 5||z||? si y sélo si € gen{[1 0 0 0]7,[0 0 0 1]7}. Si ahora
imponemos la restriccion z € S3 = {z € R* : ||z|| = 1}, tenemos que

méx Qz) = “rg”ale Qz) =5

y los s € S3 tales que
Q(Zy) = mix Q(z) = méx Q(z) =5
€S53 [|z]|=1

son los z € gen{[1 0 0 0]7,[0 0 0 1]} tales que ||x|| = 1. Entonces, el maximo se alcanza en los
vectores 237 = a1 00 0]7 4+ 8]0 0 0 1]7 con «, 8 € R tales que (aplicando Pitdgoras o haciendo la
cuenta)

1= lz]* = lla[1 000]" + B[00 0 1"||> = a?[1 00 0]"|* + 5[0 0 0 1]"[|* = o® + 5°.

Entonces, el maximo se alcanza en los vectores 237 = a[1 0 0 0]7 4 8[0 0 0 1] tales que o+ 8% = 1.

e) : En el item c), vimos que Q(x) = —3||z||? si y sélo si € gen{[0 10 0]7}. Si ahora imponemos
la restriccién x € S3 = {z € R*: ||z|| = 1}, tenemos que
min Q(r) = min Q(zr) = -3
nin Q(z) min, Q(x)

y los Z,, € S3 tales que
Q(Zy,) = min Q(x) = min Q(x) = -3

x€S3 [|z]|=1
son los z € gen{[0 1 0 0]7} tales que ||z|| = 1. Entonces, el minimo se alcanza en los vectores
Zm =af0100]T con a € R tales que 1 = ||z|| = [|a[0 1 0 0]7|| = |a[||[0 1 0 0] = |a|. Entonces,
a = +1 y, el minimo se alcanza en los vectores Z,, = +[0 1 0 0]T. O



Teorema 1 (Teorema de Rayleigh). Sea A € R™ " simétrica y Q(z) = 2T Ax. Sean Ay y
Am los autovalores mdximo y minimo de A respectivamente y sean Sy,, y S,, los autespacios
asociados respectivos. Entonces:

Mellz|? < Q(z) < Aarl|z||? para todo x € R™. Ademds,

Q(x) = Am||z||* si y sdlo si x € Sy,, y Q(x) = Ausl|z||? si y sdlo si x €Sy,

Lo vamos a demostrar de manera sencilla usando las ideas del Ejercicio 8.

Dem. Sea A = PAPT una descomposicién ortogonal de A, que existe pues A es simétrica. Supon-
gamos que

Ay - 0
A= ... -~ ..
0 - Am
Donde Ay =AMy ==X > Xy1 2> -+ > A1 = -+ = Ay = Ao Es decir, ordenamos los

autovalores de A de mayor a menor y suponemos que la multiplicidad algebraica (y geométrica) de
Ay es ry la multiplicidad algebraica (y geométrica) de A, es k.
Entonces, si P = [v; v2 -+ vy], tendremos que

S)\]p[ = gen{vla e 71)7'} y S)\m = gen{vn_k+1, e 7UTL}'
Si hacemos el cambio de variables x = Py, por un lado, como P es ortogonal, vale que
lzll = 1Pyl = llyll
y, por el otro lado,

Q(z) = (Py)TA(Py) = y"Ay := Q(y) = \iy? + - + \uy2
=AY+ Ay =AY AR AV o Ay

Entonces, usando ideas similares a las del Ejercicio 8, tenemos que, para todo y € R™,
Anllyll® < Qy) < Myl
Usado que ||z|| = ||y||, nos queda que, para todo = € R™,
Aallzl® = Mnllyll? < Qy) = Q(z) < Aullyl® = Al
Entonces, probamos que
Anllz)|? < Q(z) < Apsl|z||? para todo € R™.
Por otra parte, también usando ideas similares a las del Ejercicio 8, tenemos que

Q) = Qy) = Aullyll* = Aarllll?,



siy sélo si y € gen{ey,--- ,e.} donde e; es el i-ésimo vector de la base canénica de R"™. Entonces,
como x =Py=[vy -+ Up *++ Up_g+1 -*- Upnly, DOs queda que

Q(x) = Myr||z||* siy sélo si @ € gen{vy, - ,v.} = Sy,
De la misma manera, tenemos que
Q(x) = Q(y) = Amllyll* = Amllz|,

siy sélo siy € gen{en_g+1, - ,en}. Entonces, como z = Pylvy -+ vy + Up_ky1 *-+ Unly, NOS
queda que
Q(x) = A\l si y s6lo si @ € gen{vy_ji1, - ,0n} = Sh,,-

A partir del Teorema de Rayleigh que acabamos de probar, es inmediato ver que:

Dada A € R™" simétrica y Q(z) = 27 Az. Si A\js y Ay, son los autovalores maximo y minimo
de A respectivamente y Sy,, v S»,, los autespacios asociados respectivos. Entonces:

max Q(g;) = Ay y el méximo se alcanza en los z € Sy,, \ {0}.
w0 |||
Q) o
in 5 = Am y el méximo se alcanza en los x € Sy, \ {0}.
220 ||
En particular, ”m“aixl Q(z) = Am y el méximo se alcanza en los z € S),, tales que |z|| =1y
z||=
min Q(x) = A\, y el minimo se alcanza en los x € S, tales que ||z = 1.

llz(l=1

Ejercicio 10: Sea @ : R?* — R la forma cuadrética definida por
Q(x) = 822 + 8x2 4 1122 + 4z 119 — 22123 — 20923,

a) Hallar Hm”aixl Qz)y thl'nl Q(z).

b) Hallar el conjunto de todos los € R?\ {0} que maximizan los cocientes de Rayleigh.

)
c¢) Hallar el conjunto de todos los z € R\ {0} que minimizan los cocientes de Rayleigh.
d) Hallar y graficar el conjunto de todos los x € Sy que maximizan Q.
e) Hallar y graficar el conjunto de todos los x € Sy que minimizan Q.
8 2 -1
Observar que Q(z) = 27 Az, con A = 2 8 —1 | simétrica. El polinomio caracteristico
-1 -1 11
de Aespa(N) = =23+ 2722 — 234\ + 648 y sus raices son A\ = 12, \y = 9 y A3 = 6. Por otra parte,
—4 2 -1 -1
Sy =12 = nul(A —121) = 2 -4 -1 |=gen{ | -1 |}.
-1 -1 -1 2



-1 2 -1 1

Sx,—9 = nul(A —9I) = 2 -1 -1 |=gen{ | 1|}
-1 -1 2 1
2 2 -1 -1
Sx,—6 = nul(A —6I) = 2 2 -1 |=gen{| 1 |}
-1 -1 5 0
-1 1 -1

1
Entonces, {+ | -1 |,— | 1 |,—= 1 |} es una bon de R3. Tomamos
) \/g ) \/g ) 2
2 1 0
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entonces det(P) = 1 y una diagonalizacién ortogonal de A es
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Dem. a) : Usando la diagonalizacién ortogonal de A y el Teorema de Rayleigh, tenemos que

”mHé,X1 Qx)=Ay =12y ”H|1|in1 Q(z) = A\, = 6.

b) : Usando la diagonalizacién ortogonal de A y el Teorema de Rayleigh, tenemos que los x €
R3\ {0} que maximizan los cocientes de Rayleigh son los

~1
z € Sxy=12 \ {0} = gen{ | -1 |}\{0}.
2

¢) : Usando la diagonalizacién ortogonal de A y el Teorema de Rayleigh, tenemos que los x €
R3\ {0} que minimizan los cocientes de Rayleigh son los

-1
2 € 8xu=6 \ {0} =gen{ | 1 |}\{0}.
0
d) : Por el item b), x maximiza el cociente de Rayleigh si y sélo si x € Sy,,—12 \ {0} =
-1
gen{ | —1 |} \ {0}. En este item, buscamos de entre esos = aquellos que pertenecen a Sy. En-
2
—1
tonces, el conjunto de todos los x € Sy que maximizan @ son los x de la formaz =« | —1 | con
2



a € R tales que

—1 —1
L=z =lla | =1 [[=lal] | =1 |[=|alV6.
2 2
—1
Entonces a = i% y los x € S3 que maximizan @) son Ty = j:% —21
e) : Por el item ¢), x minimiza el cociente de Rayleigh si y sélo si z € Sy,—¢ \ {0} =
—1
gen{ 1 |} \ {0}. En este item, buscamos de entre esos = aquellos que pertenecen a Ss. En-
0
-1
tonces, el conjunto de todos los € Sy que minimizan ) son los x de la forma x = « 1 con
0
a € R tales que
—1 —1
L=llel=lla | T [H=lalll | 1 |I=lalva.
0 0
—1
Entonces a = i% y los € S5 que minimizan @Q son &, = i% (1) . O

Ejercicio de examen: Decidir si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: sean
2 -1 10
_ T _.T
Qlx)==z [0 1 ]:L"yR(x)—:E [0 2}%

Entonces

max @Q(x) = max R(x).
[[=fl=1 (=) [[=]I=1 (=)

Dem. La afirmacion es FALSA.
Por el Teorema de Rayleigh, claramente

i R@) =2

. (o C . . 10
esto es debido a que el méximo autovalor de la matriz simétrica (en particular diagonal) [ }

0 2
es 2.
Por otra parte, si llamamos C' := [ 3 _1 ] entonces Q(z) = 7 Cz. El polinomio caracteristico
de C es

poc(A) =det(A—AI) = (2-=XN)(1—=\).

Por lo tanto, los autovalores de C son A\; = 2 y Ay = 1. Sin embargo, como C' claramente NO
es simétrica NO podemos aplicar el Teorema de Rayleigh. Para aplicar el Teorema de Rayleigh



necesitamos escribir a @ como Q(z) = x7 Az con A simétrica. Si recordamos lo que hicimos la
semana anterior, vimos que tomando

4. Ccrct [ 2 —5]

2 -1 1

entonces Q(z) = 27 Az y ahora A es simétrica. Ahora sf podemos aplicar el Teorema de Rayleigh.
El polinomio caracteristico de A es

1 7
pA(A):(2—A)(1—A)—1:A2—3A+Z
y sus raices son A} = 3+—2‘/§ y Ay = % Por lo tanto, por el Teorema de Rayleigh,
2
méx Q(z) = 3+ V2 # 2 = méx R(x)
ll=l|=1 2 ll=l|=1
y concluimos que la afirmacion es FALSA. O

Ejercicio de examen: Sea B € R3*3 simétrica con autovalores —2, —1, 1. Hallar todos los
r € R tales que
—2 < 2B +rI)xz < 16 para todo = € R tal que ||z|| = 2.

Dem. Sea Q(z) := 2T Az donde A := B + rI. Como B es simétrica, A también es simétrica. De
hecho
AT = (B+rD)" =B" + (rI)" = B+rI = A.

Por otra parte, si A € R es un autovalor de B, entonces Bv = \v, para cierto v € R?\ {0}.
Entonces, como
Av=(B+rl)v=Bv+rv=Av+rv=(A+r)v,

tenemos que A + r es un autovalor de A con el mismo autovector asociado.

Por lo tanto, los autovalores de A (ordenados de mayor a menor) son: Ay =1+r o =—-1+7ry
A3=—=2+47r. Sean A\jy =1+ ry Ay, = —2 4+ 7 el mayor y menor autovalor de A respectivamente y
sean Sy,, v S, los autoespacios asociados correspondientes. Entonces, por el Teorema de Rayleigh,

Anllz)? < Q(z) < Apl|z]|? para todo = € R?

y Q(z) = Aplz||? siy sélosix € Sy, y Q(x) = An||z]|? siy s6losiz € Sy,,. Entonces, es inmediato
ver que
4Am < Q(z) < 44Xy para todo 2z € R tal que ||z|| = 2

yQx) =4\ \p siysélosiz €Sy, v ||z|| =2y Qx) =4 y siy sélosi z € Sy, v ||| = 2. Por lo
tanto,
H1rr|1|1'n Q(z) =4\ =4(-2+71) ¥y ”mHéLxQ(m) =4\ =41+ 7).
z||=2 z||=2
Si
Q(x) = 2T Az = 27 (B + rI)z < 16 para todo z € R tal que ||z|| = 2,



entonces 16 es una cota superior del conjunto {Q(z) : # € R3 con ||z|| = 2}. Entonces, el méximo
de dicho conjunto es menor o igual a esa cota superior y por lo tanto,

Hm”émx Q(z) =4 \py =4(1+r) <16

z||=2

y entonces, tenemos que r < % —1=3.
De la misma manera, si

-2 < CUT(B +rl)x = 2l Az = Q(x) para todo z € R? tal que |z =2,

entonces —2 es una cota inferior del conjunto {Q(z) : * € R3 con ||z| = 2}. Entonces, el minimo de
dicho conjunto es mayor o igual a esa cota inferior y por lo tanto,

-2< Hrr|1|1'n2 () =4\, =4(-2+7)

y entonces, tenemos que —% +2 = % < r. Por lo tanto, % <r<3. ]

Optimizacién de formas cuadraticas con restricciones definidas po-
sitivas

En lo que sigue, busacamos maximizar o minimizar una forma cudratica Q(z) = 27 Az donde A
es simétrica sujeta a la restriccién R(z) = 1, donde R(x) = 27 Bx es una forma cuadrética con B
simétrica y definida positiva.

Queremos resolver

ndx Q@) 'y AR Q).
Si R(z) = T2 = ||z||?, entonces estamos en los casos que ya analizamos y que sabemos resolver
usando el Teorema de Rayleigh. La idea entonces es, a partir de algin cambio de variables conve-
niente, trasformar la restriccién R(z) = 1 en una restriccién de la forma 27z = 1 y luego usar lo
que ya sabemos en las nuevas variables.

Para aplicar la idea anterior B debe ser necesariamente definida positiva. De hecho, supon-
gamos que existe una matriz inversible F' € R™*" tal que con el cambio de variables z = Fx,
transformamos la restriccién R(z) = 1 en una restriccién de la forma 272 = 1. Entonces, por un
lado z = F~'z y por el otro lado,

R(z) = 2" Bz = T (FY)TBF 12
Si queremos que zT(F*I)TBFflz = 277 para todo z € R™. Entonces,
A(FH'BF 1Dz =2T(FYH)TBF 2 — 272 = 0 para todo z € R".
Entonces, eso implica (meditar por qué) que

(FHYI'BF 1 =1.



Si ahora multiplicamos la ecuacién anterior a izquierda por FT y a derecha por F, recordando que
(F- )T = (FT)~!, tenemos que

B=FT[(FY'BF Y F=FTIF=FTF.
Entonces, para cada x € R™ tenemos que
(Bx,z) = <FTF95,$> = (Fz,Fz) = | Fz|* >0,

y entonces B tiene que ser semidefinida positiva. Y ademds, como queremos que F' sea inversible,
tenemos que nul(F) = {0}. Entonces,

(Bz,z)=0=|Fz|

siy sélo si Fo = 0 siy s6lo si x € nul(F) = {0}. Por lo tanto, B tiene que ser necesariamente
definida positiva. Si B no cumple esa condicién, no tendremos esperanzas de encontrar un cambio
de variables que transforme la restriccién R(x) = 1 en una restriccién de la forma 27z = 1.

Ahora si, supongamos que B € R™*" es definida positiva. Entonces, B es simétrica, sus au-
tovalores son todos positivos y existe @ € R™ " ortogonal, tal que B = QDQ", donde D =
w0

: es la matriz con todos los autovalores positivos de B.

0 - fn

Sea 1/2
w's 0
F=Q| ... . ... |q".
0 - u?

Entonces, esa es una diagonalizacién ortogonal de F' por cémo la definimos. Es maés, por definicién,
los autovalores de F' son la raiz cuadrada de los autovalores de B. Por lo tanto, F' es simétrica y
tiene todos autovalores positivos (no nulos). Es decir, F' es inversible y definida positiva y ademés

1/2 1/2
w0 w0
FP=FF=FFT=FTFr=qQ| ... - ... 1Q%"| ... - ... |Q"=0DQ" =B.
1/2 1/2

La matriz F' es un buen candidato para el cambio de variables que buscamos. Entonces, hagamos
el cambio de variables z = Fx, (x = F~'2). Entonces, como B = F? = FI'F = FFT | tenemos que

R(z) =2"Bx = 2TFTFz = (Fo)T (Fz) =272 y
Qz) =2l Az = (F 1) TAF2) =T (F YT AF 2 = 2T (F1AF )2,
Entonces, usando el Teorema de Rayleigh, tenemos que

méx Q(z) = méx 2T (FLAF Yz = \y(F1AF™Y),
R(z)=1 2T2=1

10



donde A\p(F~1AF~1) es el autovalor maximo de la matriz simétrica F~'AF~!. Por el mismo teo-
rema, tenemos que el maximo se alcanza en los x = F~1'z con z € Sy (F-1ap-1) tales que llz|| = 1.
De manera analoga, tenemos que
min Q(z) = min 2L (FTAF 1)z =\, (F tAFY),
R(z)=1 2T2=1
donde \,,(F~'AF~1) es el autovalor minimo de la matriz simétrica F~' AF~!. Por el mismo teorema,
tenemos que el minimo se alcanza en los x = F~ 1z con z € Sxn(F-14F-1) tales que llz]| = 1.

Para evitar hacer todas las cuentas que implicaria el cdlculo de los autovalores y autoespa-
cios de la matriz F"'AF~! a continuacién, veremos una manera simple de hallar Ay (F~1AF~1),

A (F7YAF™Y), Sanr(F-1AF-1) Y S (F-1AF-1)-

Con la notacién que usamos arriba, valen las siguientes observaciones:
1. X es un autovalor de F~1AF~! si y sélo si A es una raiz de det(A — \B).

2. Sea A un autovalor de F~'!AF~!. Entonces + = F~'2 con z € S) si y sélo si z €
nul(A — AB).

Probemos estas observaciones.
1. : Recordemos que B = F?, entonces

FIBF-l=p 'FFrr1=1.

Por lo tanto,
FAAF N =F'AF ' - \F'BF ' =FY(A-\B)F L.

Entonces, A es un autovalor de F~*AF~! si y sélo si
0=det(FYAF™' — XI) = det(F~}(A — AB)F™1) = det(F) det(A — AB) det(F~!) = det(A — AB)

si y s6lo si A es una raiz de det(A — AB).
2. : Sea A\ un autovalor de F~'AF~! y supongamos que z = F~'z con z € S), entonces
F7YAF=12 = )\z. Por lo tanto, AF 12 = F(F'AF Yz =Flz=\Fzy

(A=AB)x = (A= AB)F '2= AF7'2 “ ABF 2 = A\Fz - A\FFF ' = A\Fz — A\Fz =0,

entonces x € nul(A — AB).

Reciprocamente, supongamos que x € nul(A — AB) entonces (A — A\l )z = 0, 6 equivalentemente,
Az = A\Bx = \F Fz. Entonces
F'Az = \F"'FFz = \Fx.

Sea z := Fx, entonces v = F~ 'z y
(FTYAF Y2 = F 1Az = \Fz = )z

Por lo tanto \ es un autovalor de F~'AF~! 2 € Sy yx = F 'z

11



Vamos a aplicar estas herramientas en el siguiente ejercicio:
Ejercicio 11: Sean Q1, Q2 : R? — R las formas cuadraticas en R? definidas por

Q1(x) = x129, Q2(x) = Qx% + 3%% — 8z129.

a) Hallar mé& €T min
) Qz(x))il @il@)y Q2(x)= Ql( )

b) Hallar el conjunto de todos los z € R? tales que Q2(z) = 1 y que maximizan Q1.

c) Hallar el conjunto de todos los = € R? tales que Q2(x) = 1 y que minimizan Q1.

Observar que Q1(x) = 2T Az, con A = 4 3

El polinomio caracteristico de B es pp(\) = (9 — \)(3 — A\) — 16, cuyas raices son \; = 11 y
A2 = 1 (ambas positivas). Por lo tanto, B es definida positiva, entonces la restriccién ()2 es una
forma cuadratica definida positiva y podemos aplicar lo que acabamos de ver.

é]ng(x):xTBxconB: [ J _4].

= O

Dem. a): Vimos que si B = FF, con I € R?*? definida positiva, entonces

max = Ay (FtAF! min z) = Ap(FTAF™!
S| Qi) = )y min | Qa(o) = A )

donde Ay (F~YAF~1) y A (F~YAF~1) son el mdximo y minimo autovalor de F~'AF~! respectiva-
mente. También vimos que A es una autovalor de F~'AF~! si y s6lo si A es una raiz de det(A—\B).
Busquemos entonces las raices de

B 0 1 -47, —9X I +4A
det(A — AB) = det( [ LG ] [ 3 ]) = det( [ Liay -3 )
=27)\% — %+4A =272 — 16)\% — i—4A:1M2—4A—i.

Las réices de det(A — AB) son A\ = 4%2\/5 =AMy (FTAF 1Y) y Xy = 47232‘/5 = A (F7TAFY).

Entonces,
) 4+3V3 4-3V3
ol Qi(2) = —55— an(fl;)n Qi(z) = —55—-
b) : Vimos que los # € R? tales que Q2(x) = 1 y que maximizan Q; son los x = F~'z con
z € 8y, (F-14r-1) tales que ||z|| = 1. También vimos que z = F~ 'z con z € Sy, (p-145-1 si y s6lo
six € nul(A — A\ (F~YAF~1)B). Calculemos

) ) 4433 —36—27v3  27+12V3 1
nul(A— Ay (F"AF)B) = nul(A — (T)B) = 27+2122\/§ _122_29\/5 = gen{ [ V3 ]}
22 22

Entonces, el conjunto de todos los € R? tales que Q2(z) = 1 y que maximizan Q1 son los z de la
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1
forma z = « [ V3 } con a € R tales que Q2(z) = 1. Como

1 = Qs(z) = Q2(c [\}g])ZO‘QQﬂ[\}g]):aQ([\}g])TB [\}g]

= o {\}g])T {i‘f;@} — 29— 4V/3 — 4V3 +9)

= a?(18 — 8V/3),

tenemos que o = +———— v el conjunto de todos los z € R? tales que Qs () = 1y que maximizan
v/ (18—81/3)

(@1, es el conjunto de dos puntos {% 1 —; 1 }
1, ] p \/m \/g ) (18 - 8\/5) \/g .

¢) : Vimos que los € R? tales que Qa(x) = 1 y que minimizan @ son los * = F~1z con
z € Sy, (F-14aF-1) tales que ||z[| = 1. También vimos que z = F~'zcon z € Sxn(F-14F-1) 81y s6lo
si z € nul(A — \p(F~YAF~1Y)B). Calculemos

. . —364+27V3  27—12V/3 1
nul(A — Ap(FAF™)B) = nul(A — (T)B) = 2772122\/3 712%39\/3 = gen{ [ V3 }}
22 22

Entonces, el conjunto de todos los x € R? tales que Q2(z) = 1 y que minimizan Q1 son los z de la

forma =z = « { /3 } con a € R tales que Q2(z) = 1. Como

1= Quo) = @ula | s | =etat | g h=ar(| 5] | 5]
= o?( [ -1 ])T [_9_4\/3} =a*(9+4V3+4V3+9)

V3 4+3V3
= a?(18 + 8V3).
Por lo tanto a = i\/ﬁ y el conjunto de todos los z € R? tales que Q2(x) = 1 y que minimizan

. , 1] 1 1
Q1 es el conjunto de dos puntos {7\/m [ /3| —(18 575 V3 }. O

En el proximo ejercicio, vamos a resolver un problema de minimizacién con una restriccion que no
es definida positiva. Por lo tanto, no podremos aplicar las herramientas que vimos hasta ahora. Sin
embargo, como la funcién a minimizar es Q1(z) = ||z||? (que veremos es una funcién relativamente
sencilla) podremos resolver el ejercicio geométricamente.

Ejercicio 12 b): Hallar si existen, el mdximo y el minimo y (los puntos donde se alcanzan) de
la forma cuadrética Q1 : R? — R, Q1(x) = ||z||?, sujeto a la restriccién

Q2(z) = 2$% — 6x§ + 6129 = 1.
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2 3

Dem. Observar que Qz(z) = 2T Bz, con B := [ 5 _g

] . El polinomio caracteristico de B es

p(A) = (2= X) (=6 —X) —6 = A2 + 4\ —21.

Entonces, los autovalores de B son A\{ =3 y Ao = —7. Por lo tanto B es indefinida y NO podemos
aplicar la técnica que usamos en el Ejercicio 11.

Sin embargo, como la forma cuadrética a optimizar es Qi(z) = ||z||*> no todo estd perdido.
Imaginemos que graficamos en R? la restriccion Qo(z) = 1 que es el gréfico del conjunto de nivel
¢ = 1 para la forma cuadréatica indefinida Q2 (lo aprendimos a hacer al principio de la semana
pasada). Si podemos observar cudles puntos de dicho gréafico se encuentran mds cercanos al origen
es decir al punto [0 0] € R?, entonces es claro que esos puntos van a minimizar la funcién ||z||,
luego (si no se entiende la préxima igualdad demostrarla) tenemos que

min ||z])? = min ||z||?= min ).
(QQ(@:l” 1) Q2(z):1H [ Qm)lel( )

Lo mismo podremos pensar para los puntos mas alejados del origen y el maximo que nos interesa.
Entonces, para graficar el conjunto de nivel Q2(z) = 1, diagonalizemos ortogonalmente a la
matriz B. Ya vimos que Ay =3 y Ao = —7 son sus autovalores y los autoespacios asociados son:

nul(B — 31) = nul( { _31 _39 ]):gen{ H}}

nul(B + 71) = nul( [g i’]):gen{ [ ‘31 ]}.

1 _— 2 i —
Entonces, { 4N} |: 1 :| s \/E |: 3 :|} es una bon de R y Sl tomamos P [

entonces det(P) = 1 y una diagonalizacién ortogonal de B es

o3 0] r
B_P[O _7]P.

-5
Sl

51

Por lo tanto, con el cambio de variables = Py, nos queda Q(z) = Q(y) = 3y? — Ty3. Entonces
Q2(w) = 1 si y s6lo 3y? — Tys = 1, 6 equivalentemente,

oo,
[L]z [L]z o
V3 V7
Por lo tanto el conjunto de nivel Q2(z) = 1 es una hipérbola en R? en los nuevos ejes yi, 2
3 -1
: 1 — 1
determinados por los versores vy := 710 { 1 } Y 2= g [ 3 ] que son las columnas de P y

que son una rotacién de un dngulo (positivo) de los ejes originales z1, 2. Ver Figura 1.
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Figura 1: Ejercicio 12b))

Como se puede observar, los puntos del conjunto de nivel Q2(x) = 1 (que son los puntos de la

1 1
hipérbola de color verde) mas cercanos al origen, son los puntos y,;,1 = [ \(/)3 ] € Yma = — [ \(/)g ]

(en los ejes y1,y2). Por lo tanto, usando el cambio de variables z = Py, tenemos que, los puntos
més cercanos al origen son

3 1 1 3 =3
iL‘ml—Pyml—[\/llT) 10] [‘(/]3] [@]y$m2—Pym2—[@]
V10 10 V30 V30
Entonces

min Qu(e) = min_[lel? = (_min [la])? = el = Jyml? = (=) = 5

Q2(2)= Q2(2)=1 Qa(2)= V3h o3
3 =3
y dicho minimo, como acabamos de ver, se alcanza en los puntos ,,; = ‘C ] Y T2 = [ @
V/30 V30

Por 1ltimo, es claro que no existe el méximo de ||z||? restringido a Qa(x)
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Tal como hicimos en el Ejercicio 12, podemos determinar graficamente (si existen)

min Qi(x) y max Qi(x) y los puntos donde se alcanzan esos extremos, para cualquier
Q2(z)=1 Q2(z)=1
forma cuadrdtica @2 (sin importar si es definida positiva) pero cuando @; es una forma

cuadratica muy particular, por ejemplo Q1 (z) = ||z||? o formas cuadraticas similares.
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